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有序与无序

• 有序：有秩
序、有规则、
低对称、低混
乱……

• 无序：无秩
序、无规则、
高对称、高混
乱……

临界现象



固、液、气相图

•Water: Tc = 374.15 0c , Pc = 221.2 bar
•carbon dioxide: Tc = 31.04 0c ,   Pc = 73 bar



4He的临界现象



4He的临界现象



铁磁性
局域交换作用导致有序



顺磁性
温度导致无序



比热反常



伊辛模型

1925年伊辛(Ising)  描写铁磁体的简化模型:

第 l 格点自旋为 Si = ±1  
( i = 1‚ 2‚ •••‚ N ;    +  – 分别 代表上下)

设有N  个自旋组成的 d 维晶格 (d = 1, 2, 3)，

只考虑最近邻作用，相互作用能为 J

J >  0 为铁磁性, J <  0 为反铁磁性



Two-Dimensional (2D) Systems 

herringbonetrianglesquare

brick-wall Kagome
honeycomb



森林大火



伊辛模型

1D exact solution (Ising 1925):

Magnetization
(磁化强度):

当H 0, M 0. T>0. 在一维伊辛模型无自发磁化强度，无磁

有序和磁性相变。

Specific heat 
(比热):

Susceptibility 
(磁化率):



从三十年代开始，相变和临界现象的研究就是
统计物理的一个重要的传统课题。由于相变理论
必须考虑粒子之间的相互作用（理想Bose气体的
BEC除外），使理论处理相当困难。

提出了一些模型和最简单的理论——平均场理

论，以及在平均场理论基础上的改进，以及发展
各种级数展开方法（如低温展开、高温展开等。
原则上要找小参量）。

1944年Onsager给出两维Ising模型的严格解。



Bruria Kaufman给出了一个简便优雅的求解方

案。求解伊辛模型时仅能引入一次周期性边界条件。
这是由于伊辛模型是许多自旋之间的相互作用问题，
是一个多体问题。

求解二维伊辛模型比一维复杂多了。一维将问题
简化为对2×2矩阵求能量本征值。二维就要面对两个
2N × 2N矩阵相乘后求能量本征值问题。首先将两个2N 

× 2N矩阵用泡利自旋矩阵表示，写成泡利自旋矩阵直

乘及其乘积的线性组合，构成这两个矩阵的自旋表
象；通过两个引理证明自旋表象矩阵的本征值对应于
相应的2N×2N转动矩阵的本征值；从转动矩阵具有特
殊的形式，可以列出容易求解的本征值方程，求出本
征值；返回去求出系统的能量本征值。



五十年代由于实验的改进，积累了许多有关临
界现象的实验数据。严格解、级数展开和实验三方
面，使研究人员认识到幂律能正确地描写临界点邻
域的行为。

六十年代建立起临界现象的标度理论。经过
Kadanoff， Fisher等人的努力，最后， 1971年
K.Wilson  发展了完整的重整化群理论。重整化群

理论与传统的相变理论不同，在概念和方法上另辟
蹊径，具有强大的威力，已成为研究临界现象的有
力理论方法，Wilson 也因此而获得1981年的Nobel 
物理学奖。重整化群理论还得到广泛的应用（凝聚
态物理、宇宙学，……)。



块体中的实验数据

Specific heat： C = A± |T - Tλ|-α

Space experiment：
α = - 0.0106±0.0004

(Lipa et al.)           A+/ A− = 1.044±0.001

theory： α = - 0.011±0.004
A+/ A− = 1.046±0.002



0.070.0370.0551/40η
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4.24.465.150153δ

1.201.331.2411.257/41γ
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汽—液实验重正化3D伊辛2D伊辛平均场指数

临界指数理论和实验值



莫比乌斯带



三维伊辛(Ising)模型精确解的猜想

• 猜想一：三维伊辛模型的拓扑学问题可以被
在四维空间引入的一个附加的旋转解决，因
为在三维空间的扭曲和纽结可以被在四维空
间的旋转打开。我们可以在2N⋅L⋅O空间(其中
O=(N⋅L)1/2)进行这个旋转，它对应在2N⋅L⋅O空

间的自旋表象。同时，自旋表象矩阵及其对
应的旋转矩阵将在这种高维的空间被重新安
排和表示。

• 猜想二：用在[-1, 1]范围内变化的权重因子wx, 
wy和wz作用在本征矢量来表达exp(i txπ/N), 
exp(i tyπ/L)和exp(i tzπ/O)在四维空间对系统
的能谱的贡献。



三维伊辛(Ising)模型精确解的猜想

• 三维伊辛模型对应于自旋表象中三个2N⋅L ×
2N⋅L矩阵相乘，相应地对应于三个
2NL×2NL转动矩阵。我们实际上要在2N⋅L⋅O

自旋表象空间，以及相应的2N×L×O旋转空
间来处理问题。分别多加了一个2N⋅L⋅O自旋
表象矩阵相乘，对应地多加了一个2N×L×O
旋转矩阵相乘，同时将原来的三个2N⋅L ×
2N⋅L自旋表象矩阵、三个2NL×2NL转动矩
阵分别在2N⋅L⋅O和2N×L×O空间重新安排和
表示。



三维伊辛(Ising)模型精确解的猜想

• 三维伊辛模型三个转动矩阵中矩阵元的旋转
角分别为K*, K’ ,K’’ ，分别对应于沿三个坐

标轴方向自旋间的交换作用常数与温度的比
例。考虑到存在的拓扑扭曲和纽结的特点，
我们将增加的转动矩阵中矩阵元的旋转角设
为K’’’= K’K’’/K。这代表了三维伊辛模型的

拓扑问题：沿三个坐标轴方向自旋间的交换
作用常数完全纠缠在一起，需要用这样的具
有不同常数纠缠在一起的旋转打开。



三维伊辛(Ising)模型精确解的猜想

简单正交晶格的配分函数:

居里温度的条件:



三维伊辛(Ising)模型精确解的猜想

简单正交晶格居里温度的条件:



三维伊辛(Ising)模型精确解的猜想

简单立方晶格居里温度的条件:



三维伊辛(Ising)模型精确解的猜想

比热 自发磁化强度



2D和3D自发磁化强度



临界指数



三维伊辛(Ising)模型精确解的猜想

从三维到二维临界指数的过渡



巧合
• 1）推定的本征值、本征矢量、配分函数、居里温度
以及其它物理性能，结果可以自动返回一、二维伊辛
模型。

• 2）推定的简单立方伊辛模型的居里温度低于所有不
同的近似方法（包括分子场理论及其改进理论、
Wakefield方法、Bethe近似、Kirkwood方法、低温级
数展开、高温级数展开、重正化群理论、蒙特-卡罗
模拟等）获得的结果。

• 3）结果与五十年代Kikuchi方法估计的居里温度范围
的最低值极限非常接近，误差在1.6%的范围。与五
十年代Oguchi估计的居里温度范围4.16667 < 1/Kc < 
4.7619的低值极限完全吻合，实际上正好落在Oguchi
估计的最低可能值的边界上，误差在~0.25 %。

• 4） Rosengren猜想的第一个因子tanh Kc = (sq(5) - 2)
与推定的三维简单立方伊辛模型的居里温度完全一
致！



巧合
• 1）推定的三维简单正交伊辛模型临界指数满足标度
律，并对整个体系具有普适性。

• 2）学术界公认级数展开、重正化群理论和蒙特-卡罗
模拟等方法对临界指数γ的数值计算结果最精确。推
定的临界指数γ与C.Domb和M.E. Fisher根据数值计
算的结果提出的猜想γ = 5/4完全一致。

• 3）推定临界指数β和δ与Vicentini-Missoni的综述中
收集的被认为是最可信的实验数据符合得很好。

• 4）推定的临界指数几乎是与真实流体的临界指数γ, δ, 
η和ν完全相等。

• 5）推定的临界指数µ和ν在实验误差范围内与两相流
体的临界指数吻合。

• 6）大家同意临界指数α等于零以及选择临界指数γ作
为近似计算结果中最精确的一个临界指数，推定的
临界指数与近似结果和实验数据非常接近。



三维伊辛(Ising)模型精确解的猜想

简单立方晶格居里温度的条件:





自然界存在的黄金解







详细内容

• Zhi-dong Zhang, Conjectures on exact 
solution of three - dimensional (3D) simple 
orthorhombic Ising lattices, 
Philosophical Magazine 87 (2007) 5309.

• http://www.sciencenet.cn/blog/张志东.htm
•

http://www.sciencenet.cn/blog/��־��.


今后的工作重心

• 1）三维伊辛模型存在其它解的可能性；

• 2）从数学上证明猜想的严格性；

• 3）严格证明三维伊辛模型的低温级数展
开的收敛半径为零；

• 4）猜想和推定的精确解的深层次物理内
涵。



三维伊辛模型的精确解
Discoveries

We are
here 

谢谢！
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